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Caratteri della matematica greca

Le origini del calcolo infinitesimale possono essere fatte risalire sino alla matem-
atica greca, nel senso che già in epoca classica si cominciò ad a↵rontare e a
risolvere – almeno in parte – problemi che non esiteremmo a ricomprendere en-
tro il campo dell’analisi matematica: calcolo di aree, di volumi, determinazioni
di rette tangenti e di rette normali a curve (elementari) assegnate.
Occorre tuttavia precisare che la matematica greca si caratterizzò per un rifiuto
consapevole e radicale di procedure di limite di ogni tipo; essa escogitò tecniche
tanto eleganti quanto rigorose che consentirono di risolvere un gran numero di
problemi di contenuto analitico senza ricorso a nozioni di carattere infinitesimale:
la determinazione dell’area cerchio, del settore parabolico, del volume e della
superficie della sfera, del volume della piramide, la costruzione di rette tangenti
e normali a curve coniche, sono alcuni esempi nei quali tali tecniche poterono
dispiegare la propria e�cacia.
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Caratteri della matematica greca

Lo studio del corpus matematico greco in generale e più in particolare di quelle
sue parti che sono in qualche modo connesse allo sviluppo storico dell’analisi, è
reso arduo dalla di�coltà oggettiva di riconnettere il dato testuale alla sensibilità
matematica odierna. Sintetizzando e semplificando molto, la matematica greca
si caratterizza per una mancanza pressoché totale di linguaggio simbolico e per
una tendenza a ragionare e risolvere problemi mediante nozioni e concetti di
natura prevalentemente geometrica.
Cos̀ı ad esempio la teoria delle proporzioni che costituisce una delle più alte
creazioni della scienza antica era enunciata rispetto ad imprecisate grandezze
che possiamo sostanziare all’occorrenza con segmenti di rette, regioni piane,
angoli, ecc.. e la determinazione dell’area di date regioni di piano o del volume
di porzioni di spazio, non veniva mai esplicitata nell’attribuzione di un numero o
una formula per calcolare aree e volume ma sempre espressa in termini di rapporti
o di costruzioni geometriche più elementari.
Naturalmente la nozione di numero compare negli stessi Elementi e in altre
opere del corpus greco, tuttavia dovremmo sempre tenere a mente che il con-
cetto ricomprende un ambito ben più limitato rispetto ai campi numerici odierni
(razionale, reale).
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Caratteri della matematica greca

Per rendercene conto possiamo rivolgerci al libro VII degli Elementi. Propria-
mente sono numeri solo i numeri interi positivi maggiore di 2. Infatti, secondo la
Def VII.2, numero è “una molteplicità composta di unità”; l’unità non è a rigore
un numero, poiché la definizione di numero richiede che siano presenti più unità.
La nozione di multiplo veniva ricondotta alla possibilità di essere misurato com-
pletamente da un altro numero; più precisamente Euclide esprimeva il concetto
a↵ermando che un numero è parte di un altro (maggiore) quando il primo misura
completamente il secondo; di contro, un numero è parti di un altro quando non
lo misura completamente, il che significa che esso è una frazione propria del
primo. Da notare che pur presente, la nozione di numero razionale non sembra
contraddistinta da uno stato concettualmente autonomo; di gran lunga preva-
lente è la relazione tra due numeri interi assegnati, non il “numero razionale” in
sé. E’ tuttavia doveroso segnalare che in Def. VII.21 viene formalizzata, seppur
indirettamente, l’idea di uguaglianza di due rapporti di numeri interi:

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 4/62



Caratteri della matematica greca

Il rapporto fra interi

Numeri in proporzione sono quando il primo del secondo e il terzo del quarto
sia o equimultiplo o la stessa parte o le stesse parti.

Definizione questa che può essere resa simbolicamente (e dunque mediante un
anacronismo) nel modo seguente: a, b, c, d sono in proporzione quando esistono
numeri interi m, n tali per cui :

a = m

✓
b
n

◆
c = m

✓
d
n

◆
;

è chiaro che nel caso in cui n = 1 il primo e il terzo sono “equimultipli” del
secondo e del quarto; se m = 1, il primo e il terzo sono la “stessa parte” del
secondo e del quarto; infine, se n 6= 1 ^m 6= 1, il primo e terzo sono le “stesse
parti” del secondo e del quarto.
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Gli Elementi di Euclide, III a.C.

Trattazione composta di 13 Libri

Libro I. Dopo tre serie di principi (definizioni, postulati, assiomi), che
costituiscono una specie di introduzione generale a tutta l’opera, vengono
esposte l’uguaglianza (isometria) dei triangoli, la teoria delle
perpendicolari, la teoria delle parallele, la teoria dell’equivalenza dei
poligoni. Il libro I ruota attorno a due teoremi fondamentali: la prop. 32
(somma degli angoli interni di un triangolo uguale a due retti) e la prop.
47-48 (teorema di Pitagora) col quale si conclude.

Libro II. Vi vengono ripresi e condotti a termine alcuni procedimenti già
iniziati nel libro precedente giungendo alla quadratura di un poligono
qualunque, cioè alla costruzione di un quadrato equivalente ad un poligono
dato.

Libro III. È dedicato alla teoria del cerchio.

Libro IV. Si danno le costruzioni dei poligoni regolari inscritti e circoscritti
(triangolo, quadrato, esagono, pentagono e pentadecagono).

Libro V. Contiene la teoria generale delle grandezze e delle proporzioni.
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Gli Elementi di Euclide

Libro VI. Contiene le applicazioni geometriche della teoria delle
proporzioni: vengono cioè studiate le proprietà dei poligoni simili
(segmento terzo, quarto proporzionale, sezione aurea di un segmento).
Termina con la generalizzazione dei problemi di quadratura a↵rontati nel
secondo libro: un poligono viene trasformato in un altro equivalente di
forma assegnata.

Libri VII, VIII, IX. Sono i libri aritmetici degli Elementi, dove aritmetica è
da intendersi nel senso della teoria dei numeri: vengono trattati quasi
esclusivamente i numeri interi e le loro proprietà (proporzione tra numeri
interi, massimo comun divisore e minimo comune multiplo,
decomposizione dei numeri interi in fattori primi, numeri notevoli, potenze,
progressione geometrica). Le proprietà sono sempre studiate in generale,
senza dare un solo esempio numerico.

Libro X. Più lungo e complesso, studia in modo minuzioso e ra�nato le
cosiddette irrazionalità quadratiche, ossia i “numeri irrazionali” che si
ottengono mediante estrazioni di radici ripetute.

Libri XI, XII, XIII. Vi sono svolti i principi della stereometria. Vi è applicato
il metodo di esaustione per la determinazione di alcune aree piane e del
volume della piramide. Termina con lo studio dei cinque poliedri regolari
(solidi platonici): tetraedro, cubo, ottaedro, icosaedro, dodecaedro.
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La teoria delle proporzioni

La trattazione del libro V, intesa come ampliamento della teoria dei rapporti
aritmetici, fu in larga parte dettata dalla necessità di rendere conto dell’esistenza
di grandezze incommensurabili quali il lato e la diagonale di un quadrato as-
segnato. La scoperta dell’esistenza di grandezze incommensurabili, avvenuta in
seno alla scuola pitagorica, determinò una vera e propria crisi fondazionale che
minò l’ideale pitagorico di un mondo descrivibile in termini di soli numeri interi.
Due sono le definizioni fondamentali della teoria. La prima Def. V.4: Si dice che
hanno tra loro rapporto le grandezze le quali possono, se moltiplicate, superarsi
reciprocamente.
In termini odierni, Euclide richiede che le grandezze in discorso sono archimedee
nel senso cioè che, date grandezze A,B esiste un multiplo di una grandezza che
superi l’altra: mA > B. Un esempio di grandezze non archimedee, pure presenti
negli Elementi, è la classe degli angoli rettilinei e degli angoli curvilinei. Infatti,
come è mostrato in III.16, non esiste alcun multiplo di un angolo di contingenza
(porzione di piano compresa fra la circonferenza e la tangente alla circonferenza
in un punto) che supera un angolo rettilineo.
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La teoria delle proporzioni

Assai più articolata è la Def. V.5 che introduce la nozione di avere lo stesso
rapporto e indirettamente di proporzione. In linguaggio simbolico, essa stabilisce
che quattro grandezze A,B,C ,D sono in proporzione se, quando si moltiplicano
A e C per un qualunque intero m e B e D per un qualunque intero n, si ha per
ogni scelta di m e n:

i) mA < nB implica mC < nD;
ii) mA = nB implica mC = nD;
iii) mA > nB implica mC > nD.
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Un’applicazione: Elementi, VI, 1, (Testo tratto da Frajese, 1970, UTET)
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Un’applicazione: Elementi, VI, 1, (Testo tratto da Frajese, 1970, UTET)
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Pappo e il “dominio della analisi”

Il VII LIbro della Collezione di Pappo si
apre con un oscuro discorso intorno ai
metodi dell’analisi e della sintesi:
L’analisi è il passaggio dalla cosa
cercata, considerata come se fosse
ammessa, attraverso ciò che segue in
ordine da essa, alla cosa ammessa.
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La matematica nel Seicento: generalità

Già a partire dal Cinquecento la matematica in Europa conosce un importante
sviluppo. Eccone, per sommi capi, i principali fattori e le principali caratteristiche:

Riscoperta del corpus matematico antico: oltre ad Euclide e ad Archimede
(i cui testi già circolarono e furono tradotti nel corso del Medioevo), si
di↵ondono le opere di matematici come: Apollonio, Tolomeo, Pappo ed
Erone.

Tradizione della matematica abachistica: la tradizione risale a Leonardo
Pisano XII-XIII secolo e ha il suo centro nelle cosiddette scuole d’abaco
dove si formarono mercanti, architetti, ingegneri e in generale tutti coloro
che non erano avviati alle professioni liberali (legge, medicina, ecc.)

L’invenzione della stampa a caratteri mobili (1453-55), d’altro canto,
favorisce una di↵usione dei testi che prima di allora era sconosciuta.
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Importanti trasformazioni...

Figure: François Viète 1540-1603

Nell’opera di Viète il recupero
delle fonti antiche e la tradizione
algebrico-abachistica si fondono
aprendo la strada allo sviluppo
dell’algebra simbolica e alla
geometria analitica.

Introduzione di una convenzione
semplice ma rivoluzionaria: le
grandezze incognite sono indicate
con le vocali e quelle note o date
con le consonanti (notare lo
scambio rispetto alla pratica
odierna).
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La Géométrie 1637

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 17/62



La Géométrie 1637

Le principali innovazioni introdotte da Cartesio sono:

L’idea secondo la quale l’algebra può essere impiegata come ausilio per
analizzare problemi di costruzione geometrica.

Abolizione del principio di omogeneità: segmenti di linea retta possono
essere moltiplicati e divisi per ottenere nuovi segmenti.

Introduzione della curva-equazione.
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La Géométrie 1637

BE è il prodotto di BD e BC . Infatti per il teorema di Talete si ha: AB : BD =
BC : EB. Ponendo AB = 1, ricaviamo: EB = BD · BC .
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La Géométrie 1637

L’idea di base della Géométrie è che l’algebra può essere impiegata come ausilio
per analizzare problemi di costruzione geometrica. Di più, Cartesio enuncia un
metodo generale che consiste dei seguenti passi:

Tracciare un diagramma nel quale sono rappresentati i dati del problema e
la soluzione (supposta nota).

Attribuire dei nomi ai segmenti coinvolti (lettere: a, b, x , z , . . .).

Tradurre il problema in una o più equazioni.

Risolvere le equazioni o la equazione.

Tradurre l’espressione algebrica della soluzione in una serie di operazioni
geometriche che producono il segmento richiesto.
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La Géométrie, 1637

L’ultimo passo del metodo esposto da Cartesio presuppone l’impiego della sin-
tesi (geometrica) per produrre costruzioni che conducano ai segmenti di linea
richiesti. Vediamo un esempio: z2 = az + b2
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La Géométrie, 1637

Vogliamo costruire geometricamente “la soluzione” di z2 = az+b2. Si costruisce
il triangolo rettangolo 4NLM i cui cateti LM e LN sono rispettivamente b e
1/2a. Prolunghiamo l’ipotenusa MN di un segmento ON, uguale a 1/2a. Il
segmento OM è la lunghezza cercata.
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La Géométrie, 1637

Volendo dunque risolvere un problema, si deve innanzitutto considerarlo come
già risolto, e attribuire dei nomi a tutte le linee che si reputano ecessarie per
costruirlo, sia a quelle incognite sia alle altre. Poi, senza fare alcuna di↵erenza
fra linee note ed incognite, si deve a↵rontare la di�coltà secondo quell’ordine
che più naturalmente di tutti mostra come esse dipendono mutualmente le une
dalle altre, finché non si sia trovato il mezzo per esprimere una stessa quantità
in due maniere: e questo è ciò che si chiama un’equazione, poiché i termini di
una di queste due maniere sono uguali a quelli dell’altra. E si devono ricavare
tante equazioni di questo tipo quante sono le linee supposte come incognite.
Oppure, se non se ne ottengono altrettante e nonostante ciò non si è trascurata
nessuna delle condizioni richieste dal problema, ciò significa che il problema non
è interamente determinato. E in tal caso si possono prendere a piacere linee note
per tutte le incognite alle quali non corrisponde nessuna equazione. (Descartes,
1637, p. 298-299)
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La Géométrie, 1637. Il problema di Pappo

La questione, dunque, la soluzione della quale fu avviata da Euclide e portata
avanti da Apollonio, ma non completata da alcuno è la seguente:
Avendo tre, quattro o più linee date in posizione, si richiede di trovare un punto
dal quale possono essere tracciate altrettante linee, ciascuna delle quali forma
un angolo assegnato con le linee date, in maniera tale che il rettangolo di due
linee tracciate abbia un rapporto dato con il quadrato della terza (se ci sono solo
tre linee); o con il rettangolo delle altre due (se ce ne sono quattro), o di nuovo
in maniera tale che il parallelepipedo costruito sopra tre delle linee tracciate
abbia un rapporto dato con con quello tracciato su le rimanenti due e un’altra
linea assegnata, [...]. Il problema ammette dunque un’estensione ad un numero
qualunque di linee.
(Descartes, 1637, p. 298-299)
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La Géométrie, 1637: il problema di Pappo
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La Géométrie, 1637: il problema di Pappo

Date k rette in posizione e fissati angoli �j , j = 1, . . . , k, trovare i punti P tali
che: Q

n

i=1
diQ

2n

i=n+1
di

=
↵
�
, se il numero k di linee è pari

Q
n

i=1
di

a ·
Q

2n�1

i=n+1
di

=
↵
�
, se il numero k di linee è dispari,

dove a è un segmento dato in lunghezza e
↵
�

un rapporto assegnato (anche

irrazionale).
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La Géométrie, 1637: il problema di Pappo
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La Géométrie, 1637: il problema di Pappo

AB = x ,CB = y

CD =
cy
z

+
bcx
z2

CF =
ezy + dek + dex

z2
, . . .

dove le quantità z , b, c, d , e, k, . . . sono note a partire dai dati del problema.
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La Géométrie, 1637: il problema di Pappo
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La Géométrie, 1637: il problema di Pappo

Nel caso di tre o quattro linee, la soluzione del problema di Pappo è rappresentata
da una equazione del tipo:

y 2 = Ay + Bx + Cx2 + Dxy ,

dove A,B,C ,D designano espressioni di quantità note (che dipendono cioè dalla
posizione delle rette e dagli angoli �k).
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Il problema delle tangenti: Descartes, Secondo Libro della Géométrie
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Il problema delle tangenti: Descartes, Secondo Libro della Géométrie
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Il problema delle tangenti: Descartes, Secondo Libro della Géométrie

La soluzione di Descartes al problema delle tangenti (in realtà della normale) fa
leva sulla determinazione della circonferenza tangente alla curva ACE nel punto
C . Tale circonferenza è determinata dalla condizione secondo la quale CP ha una
intersezione doppia con ACE .
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Il problema delle tangenti: Descartes, Secondo Libro della Géométrie

Analiticamente, [il ruolo delle x e delle y è scambiato rispetto alla figura prece-
dente] sia (x � v)2 + y 2 = r 2 l’equazione della circonferenza CP di centro
P = (0, v). La retta cercata è tangente nel punto C = (x0, y0) alla curva.
Se la curva ha equazione F (x , y) = 0 (di grado arbitrario n), si elimina una delle
variabili (ad esempio la y) dal sistema

F (x , y) = 0, (x � v)2 + y 2 = r 2,

e si richiede che il polinomio cos̀ı ottenuto P(x) abbia una radice doppia in
x = x0; si richiede cioè che valga:

P(x) = (x � x0)
2R(x),

con R(x) polinomio da determinare. Eguagliando i coe�cienti dei polinomi che
compaiono nei due membri si ottengono 2n + 1 equazioni in 2n + 1 incognite
(che sono i 2n � 1 coe�cienti di R(x) e i parametri v e r). Risolvendo questo
sistema si ottiene la circonferenza cercata e quindi la retta normale e la retta
tangente alla curva nel punto (x0, y0).
Esempio della parabola: y = mx2.

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 34/62
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Pierre de Fermat (1601-1665)
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Fermat: Ad locos planos et solidos isagoge, 1636 (circa)

De locis quamplurima scripsisse veteres, haud dubium: testis Pappus
initio Libri septimi, qui Apollonium de locis planis, Aristaeum de solidis
scripsisse asseverat. Sed aut fallimur, aut non proclivis satis ipsis fuit
locorum investigatio; illud auguramur ex eo quod locos quampluirimos
non satis generaliter expresserunt, ut infra patebit. Scientiam igitur
hanc propriae et peculiari analysi subjicimus, ut deinceps generalis ad
locos via pateat.
Quoties in ultima aequalitate duae quantitates ignotae reperiuntur, fit
locus [loco] et terminus alterius ex illis describit lineam rectam aut
curvam. Linea recta unica et simplex est, curvae infinitae: circulus,
parabole, hyperbole, ellipsis, etc.

Non c’è dubbio che gli antichi abbiano scritto molte cose sui luoghi: ne è testimone

Pappo che all’inizio del Libro 7 asseriva che Apollonio aveva scritto dei luoghi piani

e Aristeo dei luoghi solidi. Ma, o ci sbagliamo, o la loro ricerca sui luoghi non fu

facile per loro; lo deduciamo dal fatto per molti luoghi non hanno dato un enunciato

su�cientemente generale, come apparirà chiaro più avanti. Allora sottoporremo questa

scienza alla propria e peculiare analisi, in modo che di conseguenza sarà chiara una via

generale per i luoghi. Ogni volta che due quantitnote si trovano in un’equazione ultima,

“fit locus loco” e l’estremo di una di queste [quantità ignote] descrive una linea retta o

una curva. La retta è semplice e unica, le [altre] curve [sono] infinite: cerchio, parabola,

iperbole, ellisse, etc.
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Fermat: Ad locos planos et solidos isagoge, 1636 (circa)

L’equazione della retta:
“Sia data in posizione la retta NZM, un punto N della quale sia stato fissato;
sia NZ = A una quantità incognita e sia ZI innalzata da Z sotto un angolo dato
[non necessariamente retto] = E , l’altra incognita. Se D · A = B · E [D in E
aequetur B in E ] il punto I starà su una retta data in posizione” (si intende che
B e D siano noti).

In generale l’equazione di una retta (non passante per l’origine) è scritta da
Fermat nel modo seguente:

Z planum � D in A aequetur B in E .
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Fermat: il metodo dei massimi e dei minimi

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 40/62



Fermat: il metodo dei massimi e dei minimi

Consideriamo una grandezza variabile che possiamo descrivere (anacronistica-
mente) come una funzione f . Vogliamo determinare il massimo M. Se consi-
deriamo un valore Z < M, l’equazione f (X ) = Z ha due soluzioni, X = A e
X = E . Si ha dunque: f (A) = f (E) e quindi anche:

f (A)� f (E)
A� E

= 0.

Se incrementiamo il valore di Z sempre più, ma in maniera che risulti sempre
Z < M, i punti A e E saranno sempre più vicini. Quindi se nell’equazione
precedente, dopo avere svolto la semplificazione poniamo E = A, otteniamo il
punto di massimo A e quindi il valore massimo M di f :

f (A)� f (E)
A� E

����
A=E

= 0.
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Fermat: il metodo dei massimi e dei minimi

Supponiamo di voler trovare tra tutti i rettangoli di perimetro assegnato 2B
quelli che hanno area massima. Dobbiamo trovare il massimo della “funzione”
f (A) = (B �A)A dove A designa l’incognita base del rettangolo. Con il metodo
precedente si ha:

f (A)� f (E) = B(A� E)� (A2 � E 2) = 0,

dividendo per A� E e ponendo quindi A = E , si ricava:

B � 2A = 0, cioè: A = B/2.
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Fermat: il metodo dei massimi e dei minimi (variante)
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Fermat: il metodo dei massimi e dei minimi (variante)

Una piccola variante: supponiamo sempre di voler trovare, tra tutti i rettangoli
di perimetro dato, quello che ha area massima. Se chiamiamo 2B il perimetro, e
X la base del rettangolo, l’altezza sarà B�X , e l’area del rettangolo (B�X )X =
BX � X 2 Si tratta allora di trovare il massimo della funzione f (X ) = BX � X 2

Seguiamo il metodo precedente ma indichiamo con A e A + E le due soluzioni
della equazione f (X ) = Z ; avremo f (A + E) � f (A) = 0 (adaequatio), cioè
BE�E 2�2AE ⇡ 0. Dividiamo ora per E e poniamo E = 0. Avremo B�2A = 0.
Apparentemente questa variante non rappresenta un’innovazione significativa.
Tuttavia non è cos̀ı: “[...] mentre nel primo metodo A ed E erano ambedue allo
stesso tempo variabili e incognite, nel secondo le due caratteristiche si spezzano:
A diventa fin dall’inizio la posizione, incognita ma non variabile, del punto di mas-
simo”. Come conseguenza di ciò l’equazione f (A) = f (E) diventa l’equazione
approssimata (adaequatio) f (A) = f (A+ E)
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Il problema delle tangenti: Methodus di Fermat

Dalla disuguaglianza IO > IP e dalla proprietà della parabola (DC : DI = CB2 :
IP2) si ha:

DC : DI > CB2 : IO2.

Dalla similitudine dei triangoli EIO e ECB si ha CB2 : IO2 = EC 2 : EI 2 e quindi:

DC : DI > EC 2 : EI 2.

Ponendo DC = x (che è data, poiché B è dato) e EC = a (la quantità incognita)
e IC = e ricaviamo:

x : (x � e) > a2 : (a� e)2
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Il problema delle tangenti: Methodus di Fermat

A questo punto Fermat sostituisce

x : (x � e) > a2 : (a� e)2 o equivalentemente xa2 + xe2 � 2xae > xa2 � a2e

con l’adequazione
xa2 + xe2 � 2xae ⇡ xa2 � a2e

Usando la procedura descritta sopra (cancellazione dei termini uguali, divisione
per e, condizione e = 0) si ricava a = 2x . Notiamo che Fermat tratta il punto
O come se appartenesse alla parabola.
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Alcune lettere

Lettera di Fermat a Roberval e a Étienne Pascal, Agosto 1636

Nel 1638, il trattatello di Fermat giunge a conoscenza di Cartesio, il quale fu
inizialmente molto critico “semperque fallit ista methodus”.
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Doctrina Tangentium di Fermat, 1640 circa. Opere, I, p. 158

In questa memoria Fermat determina la tangente di quattro curve notevoli: la
cissoide, la concoide, la quadratrice e la cicloide.

Consideramus nempe in plano cujuslibet curvae rectas duas positione
datas, quarum altera diameter, si libeat, altera applicata nuncupetur.
Deinde, jam inventam tangentem supponentes ad datum in punctum,
proprietatem specificam curvae, non in curva amplius, sed in invenienda
tangente, per adaequalitatem consideramus et, elisis (quae monet doc-
trina de maxima et minima) homogeneis, fit demum aequalitas quae
punctum concursus tangentis cum diametro determinat, ideoque ipsam
tangentem.

Consideriamo nel piano in cui giace una curva qualunque, due rette date
in posizione, della quali una si chiamerà, se si vuole, il diametro e l’altra
l’applicata. Supponiamo che sia stata determinata la tangente alla
curva in un suo punto e consideriamo la proprietà specifica della curva
non sulla curva ma sulla tangente e, dopo aver eliminato le quantità
omogenee (come insegna il metodo dei massimi e minimi), alla fine
troviamo un’equazione che determina il punto di intersezione tra la
tangente e il diametro, e quindi possiamo determinare la tangente vera
e propria.
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Doctrina Tangentium di Fermat, 1640 circa. Opere, I, p. 158
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Doctrina Tangentium di Fermat, 1640 circa. Opere, I, p. 158

Posizioni: AM = d ,AD = b,BD = a (incognita, sottotangente della cicloide).
Per la definizione di cicloide si ha: f (x) = RM +MD = arcCM + g(x).
In primo luogo si ha che (attribuendo a N, punto di intersezione della tangente
RB con la parallela NE all’asse, le medesime proprietà che valgono sulla cicloide):

NE =
f (x)(a� e)

a
⇡ f (x � e), con

f (x � e) = arcCO + g(x � e) = arcCM � arcOM + g(x � e).

Similmente, g(x � e) ⇡ EV =
g(x)(b � e)

b
. A partire dal principio in base

al quale tratti di curva possono essere sostituiti con tratti di retta tangente,

abbiamo anche: arcOM ⇡ MV =
de
b
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Doctrina Tangentium di Fermat, 1640 circa. Opere, I, p. 158

Posizioni: AM = d ,AD = b,BD = a (incognita, sottotangente della cicloide)

Quindi abbiamo:

f (x � e) ⇡ arcCM �
de

b
+

g(x)(b � e)

b
.

In conseguenza di f (x) = RM+MD = arcCM+g(x) e di NE =
f (x)(a� e)

a
⇡ f (x�e),

abbiamo:

NE =
(arcCM + g(x))(a� e)

a
⇡ arcCM �

de

b
+

g(x)(b � e)

b

Se cancello i termini uguali e divido per e (qui porre e = 0 è superfluo), ottengo:

arcCM + g(x)

a
=

d + g(x)

b
=

f (x)

a
.

La condizione si traduce geometricamente in RB k MC .
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670

MN è un arco ”indefinitamente piccolo” della curva F (x , y) = 0. Siano M =
(x , y) e N = (x + e, y + a) le coordinate degli estremi. Si avrà F (x , y) =
F (x + e, y + a) = 0. “Inter computandum omnes abjicio terminos, in quibus
ipsarum a, vel e potestas habetur, vel in quibus ipsae ducuntur in se (etenim isti
termini nihil valebunt)”. Eliminazione dei termini che contengono potenze di a
ed e maggiori di due, o loro prodotti. Cancellazione dei termini che contengono
“quantità note o determinate”. Considerazione della similitudine fra i triangoli
TQM e MRN per ricavare l’inclinazione della retta tangente.
ESEMPIO:Il folium di Descartes ha equazione: x3 + y 3 � 3xy = 0
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670

F (x , y) = x3 + y 3 � 3xy = 0 (Impiego una notazione moderna, Barrow rispetta
rigorosamente la legge di omogeneità). Si avrà: F (x + e, y + a) = F (x , y).
Applicando le regole 1 e 2: 3x2e + 3y 2a � 3xa � 3ye = 0 da cui si ottiene
il rapporto e/a e quindi per similitudine dei triangoli la determinazione della
sottotangente TQ (il riferimento è alla figura della slide precedente; la figura qui
riportata è tratta dalle Lectiones).

t =
ey
a

=
y 2 � x
y � x2

y .
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670

Parafrasi (selvaggia) in termini moderni:

sia y = f (x) la funzione crescente che

descrive la curva ZEG (si noti che l’asse

delle y deve essere pensato diretto verso il

basso). La curva AIL è descritta in termini

della funzione z = z(x) cos̀ı definita. Posto

AD = x (A è l’origine del riferimento) e

detta R una quantità data in magnitudine,

z(x)·R = Area(AZED) = A(x) =

Z
x

0

f (t)dt.

Tesi: Posto TD :=
z(x) · R
f (x)

, si ha che TD

è la sottotangente a z(x) in x . Vale cioè:

z(x)

z 0(x)
=

z(x) · R
f (x)

e quindi:

R · z 0(x) =
d

dx

✓Z
x

0

f (t)dt

◆
= f (x)
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Lectiones Geometricae, Isaac Barrow 1670

Parafrasi (selvaggia) in termini moderni:

sia y = f (x) la funzione che descrive la

curva AMB. La curva KZL è descritta in

termini della funzione z = z(x) cos̀ı

definita. Posto AF = x , detta R una

quantità data in magnitudine e indicata

con TM la retta tangente a AMB in M:

z(x) = R ·
FM

TF
=

R · y(x) · y 0
(x)

y(x)

Tesi:
Z

x

0

z(t)dt =

Z
x

0

R · y 0
(t)dt = R · y(x).
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M. Mahoney, da Before Newton, the life and times of Isaac Barrow, ed. M. Feingold, pp.236-237
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M. Mahoney, da Before Newton, the life and times of Isaac Barrow, ed. M. Feingold, pp.236-237
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M. Mahoney, da Before Newton, the life and times of Isaac Barrow, ed. M. Feingold, pp.236-237

La lettera di Leibiniz qui citata è del 1694.
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Bonaventura Cavalieri: Geometria, 1635
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Bonaventura Cavalieri: Geometria, 1635
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Bonaventura Cavalieri: Geometria, 1635
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Bonaventura Cavalieri: Exercitationes geometricae, 1647
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Cavalieri: Exercitationes geometricae, 1647

Etenim o.c. parallelogrammi, AD, aequantur o.c. triangulorum ACF ,FCD, et 3
factis sub, o.l. trianguli, ACF , et sub o.q. trianguli FCD, una cum 3 factis sub
o.l. trianguli, FDC , et sub o.q. trianguli, ACF ...
Infatti tutti i cubi del parallelogramma AD sono uguali a tutti i cubi dei triangoli
ACF e FCD e a 3 volte tutte le linee del triangolo ACF per tutti i quadrati del
triangolo FCD, unitamente a 3 volte tutte le linee del triangolo FDC per tutti i
quadrati del triangolo ACF ...

X
a3 = 4

X
x3 = 4

X
y 3, enunciato proposizione.

X
(x + y)3 =

X
x3 +

X
y 3 + 3

X
xy 2 + 3

X
xy 2
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Il calcolo di↵erenziale e integrale di Newton e Leibniz

In che senso Newton e Leibniz possono essere considerati come i fondatori
del calcolo?

Quale fu il quadro concettuale che contraddistinse i loro approcci?

Esempi tratti dall’opera di Newton

Esempi tratti dall’opera di Leibniz
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Considerazioni preliminari

L’a↵ermazione seconda la quale Newton e Leibniz furono gli scopritori del calcolo
non significa (almeno non solo) che essi inventarono tecniche e metodi innovativi
per la soluzioni di problemi quali la determinazione di rette tangenti ad una curva
data e il calcolo di aree e di volumi. E’ noto infatti che un certo numero di tale
questioni era già stato a↵rontato con un discreto successo nei decenni precedenti
la loro opera.
Piuttosto, Newton e Leibniz ebbero il merito di comprendere appieno la possi-
bilità di unificare in un quadro concettuale unitario tecniche e metodi di↵erenti
e di giungere ad una comprensione soddisfacente della relazione inversa che sus-
siste fra le operazioni di determinazione della tangente ad una curva e di calcolo
di aree e di volumi.
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Considerazioni preliminari

Ma se è vero che Newton e Leibniz hanno contributo a forgiare uno strumento che
ancora oggi è al cuore delle nostre conoscenze matematiche, dovremmo astenerci
dall’identificare il loro “calcolo” con il nostro per almeno due motivi:

Né il calcolo di Newton né quello di Leibniz ebbero ad oggetto “funzioni”.
La riformulazione del calcolo nei termini più familiari di tale concetto è una
eredità della seconda metà del Settecento e in particolare di Leonard Euler.

Il continuo di Newton e Leibniz è un continuo di tipo geometrico. Il
continuo inteso come campo dei numeri reali fu formalizzato da Richard
Dedekind (soltanto) nel 1872.
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