
Geometria curvilinea GC (1680 circa), Proposizione I

Un esempio di impiego del cosiddetto metodo sintetico delle flussioni è fornito
nel manoscritto GC. Si tratta di un tentativo di riformulazione geometrica dei
metodi analitici che Newton ha adottato in precedenza.

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 111/62



Geometria curvilinea GC (1680 circa), Proposizione I

Se di tre quantità in proporzione continua è data la quantità intermedia, mentre
le altre due fluiscono allora la proflussione di un’estrema sta alla deflussione
dell’altra come la prima sta all’altra.
Si hanno cioè tre grandezze B, C, D tali che B : C = C : D; si vuole dimostrare
che: B : D = �fl(B) : fl(D), dove fl(E) indica la flussione associata a E .

AB indica la grandezza B, AD la grandezza D e AC la grandezza C. Sia BH
parallela a CG . I triangoli DCE e CBH sono simili (perché?). Si ha:

DE
CH

=
CD
BC

=
AD
AC

,
CH
BG

=
AC
AG

.

Da cui:
DE
BG

=
AD
AG
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Geometria curvilinea GC (1680 circa), Proposizione I

Il “limite” di
DE
BG

è �fl(AD)
fl(AB)

= �fl(D)
fl(B) , poiché “le flussioni delle quantità sono

nel primo rapporto delle parti nascenti [. . . ] o nell’ultimo rapporto delle parti
evanescenti” (Assioma sesto). Per l’ultima relazione della slide precedente si ha
infine:

B : D = �fl(B) : fl(D),

si noti che il segno meno riflette il fatto che quando B descresce, D aumenta e
viceversa.
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Una versione analitica

Siano x , y quantità fluenti tali che x : a = a = y . Equivalentemente si ha:
xy = a2 e quindi, secondo le tecniche già viste:

ẋy + xẏ = 0,
ẋ
ẏ

= � x
y
.
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I Principia mathematica philosophiae naturalis: Sezione 1, Libro 1
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I Principia mathematica philosophiae naturalis: Sezione 1, Libro 1

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 117/62



I Principia mathematica philosophiae naturalis: Proposizione 1, Libro 1
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I Principia mathematica philosophiae naturalis: Proposizione 1, Libro 1

“Le aree che i corpi ruotanti descrivono, con i raggi condotti verso il centro
immobile delle forze, giacciono sugli stessi piani e sono proporzionali ai tempi”
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I Principia mathematica philosophiae naturalis: Proposizione 1, Libro 1

“[. . . ]. Si aumenti, ora, il numero dei triangoli e se ne diminuisca all’infinito la
larghezza: il loro perimetro ADF (per il corollario 4 del lemma III) sarà una linea
curva; perciò la forza centripeta per e↵etto della quale il corpo è deviato costan-
temente dalla tangente a questa curva, agisce continuamente, e le qualsiasi aree
descritte SADS , SAFS sempre proporzionali ai tempi impiegati per descriverle,
saranno anche in questo caso proporzionali agli stessi tempi.”
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)

1646 nasce a Lipsia

1662-64 si laurea in filosofia all’Università di

Lipsia

1666 De Arte Combinatoria

1666 si dottora in legge, Disputatio Inauguralis

de Casibus Perplexis in Jure

1666 incontra Johann von Boyneburg entra

nella corte dell’Elettore di Magonza Johann

von Schönborn

1672 Leibniz arriva a Parigi dove incontra

Huygens.

1673 inverno primo viaggio di Leibniz a Londra

1673 morte di Johann von Boyneburg e di

Johann von Schönborn (Leibniz cerca un

nuovo impiego)

1676 lascia Parigi; secondo breve viaggio a

Londra prima di assumere il ruolo di consigliere

e bibliotecario alla corte degli Hannover

1676-1716 al servizio di John Frederik, Ernest

Augustus e Georg Ludwig di Hannover (futuro

Giorgio I)

1716 muore nel novembre ad Hannover
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Leibniz: Historia et origo calculi di↵erentialis, 1714
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Leibniz: Historia et origo calculi di↵erentialis, 1714

E’ cosa utilissima che le vere origini di invenzioni memorabili siano conosciute,
specialmente quelle che furono concepite non per accidente ma attraverso uno
sforzo di meditazione. L’utilità di tale conoscenza non è soltanto la possibilità di
attribuire a ciascuno ciò che gli è dovuto e che altri siano spronati dalla speranza
di una simile lode, ma anche che l’arte della scoperta (ars inveniendi) sia in
questo modo promossa e che il metodo impiegato sia reso noto attraverso una
serie di esempi significativi. Una delle più nobili invenzioni del nostro tempo è
un nuovo tipo di analisi matematica, nota come calcolo di↵erenziale; tuttavia,
sebbene la sua sostanza sia stata adeguatamente esposta, la sua fonte e la sua
originaria motivazione non sono ancora state rese pubbliche. Ormai quarant’anni
sono trascorsi da quando il suo autore la inventò...
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Somme e di↵erenze: una fonte di ispirazione...

Osservazione del giovane Leibniz: data una successione a0, a1, . . . , an, si consideri
la successione dei termini consecutivi:

d1 = a1 � a0, d2 = a2 � a1, . . . , dn = an � an�1

allora la somma di tali di↵erenze sarà:

nX

i=1

dn = an � a0

Su sollecitazione di Huygens (1629-1695), che Leibniz conobbe a Parigi nei
primi anni Settanta del Seicento, e alla luce di questa semplice osservazione
che evidentemente può essere generalizzata al caso di successioni infinite (con
limn!1 an = 0), Leibiniz si propose di calcolare la somma dei reciproci dei numeri
triangolari:

1X

n=1

1
n(n + 1)/2
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Somme e di↵erenze: una fonte di ispirazione... Il triangolo di Pascal

1 1 1 1 1 1 . . .
1 2 3 4 5 6 . . .
1 3 6 10 15 21 . . .
1 4 10 20 35 56 . . .
1 5 15 35 70 126 . . .
...

...
...

...
...

...

(1)

La successione dei numeri triangolari è ottenuta nella terza riga.
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Il triangolo armonico di Leibniz

1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 . . .
1/2 1/6 1/12 1/20 1/30 1/42 . . . . . .
1/3 1/12 1/30 1/60 1/105 . . . . . . . . .
1/4 1/20 1/60 1/140 . . . . . . . . . . . .
1/5 1/30 1/105 . . . . . . . . . . . . . . .
...

...
...

...
...

...
...

...

(2)

L’ennesimo elemento della seconda riga del triangolo armonico è: 1/n� 1/(n+
1) = 1/n(n + 1), cioè la metà del reciproco dell’ennesimo numero triangolare.
Si noti che in ogni riga del triangolo armonico ogni termine è la di↵erenza di
due termini consecutivi della riga precedente: 1/3 = 1/2 � 1/6, 1/12 = 1/6 �
1/12, 1/30 = 1/12� 1/20, . . .
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Il triangolo armonico di Leibniz

Poichè per costruzione del triangolo armonico si ha:

1
2
+

1
6
+

1
12

+
1
20

+ . . . = 1

si può concludere che:

1 +
1
3
+

1
6
+

1
10

+ . . . = 2
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Il triangolo caratteristico di Leibniz: Historia et Origo
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Il triangolo caratteristico di Pascal

Il riferimento a Pascal è al Trattato sui seni di un quadrante di cerchio che è
parte della prima lettera di Dettonville. La proposizione 1 di tale trattato recita:
“la somma dei seni di un qualunque arco di quadrante è uguale alla porzione
della base tra i seni estremi moltiplicata per il raggio”.
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Il triangolo caratteristico di Pascal

Pascal costruisce il triangolo rettangolo E1E2K con ipotenusa tangente alla cir-
conferenza nel punto D. Pascal notò che i triangoli E1E2K e ADI sono simili.
Ne deriva che:

AD
E1E2

=
DI
E2K

, e quindi: DI · E1E2 = AD · E2K = AD · R1R2.

Ponendo y = DI , a = AD,�s = E1E2,�x = R1R2, si ha: y�s = a�x .
Riguardando �s e �x come indivisibili, si può scrivere che:

Z
yds =

Z
adx .
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Il triangolo caratteristico di Pascal

Ora, 2⇡yds è l’area di una zona sferica; dunque l’area della emisfera è:

A =

Z
2⇡yds = 2⇡a

Z
a

0

dx .
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Il triangolo caratteristico di Leibiniz: “lux oborta est”

La similitudine dei triangoli in figura implica:

ds
n

=
dx
y

o equivalentemente: yds = ndx

La relazione veniva impiegata da Leibniz per calcolare la superficie laterale di un
solido ottenuto per rotazione della curva assegnata intorno all’asse x , in termini
odierni: A = 2⇡

R
yds (Verificare!).
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Il triangolo caratteristico di Leibiniz: altre applicazioni

“il momento di una data curva rispetto all’asse delle x eguaglia l’area di
una seconda curva la cui ordinata è la normale alla curva data”.

rettificazione delle curve

quadrature

Rispetto a quest’ultimo problema, osserviamo che dalla figura precedente (in
conseguenza della similitudine dei triangoli) si ha:

Z
⌫dx =

Z
ydy , ⌫ indica la sottonormale.

“[... ] itaque figura orta ex subperpendicularibus ordinatim et perpendiculariter
axi applicatis semper aequatur dimidio quadrato ordinatae. Et proinde, data
figura quadranda, quaeritur figura cujus subperpendiculares aequentur ordinatis
figurae datae, ea erit figurae datae quadratrix.” Historia et Origo, p. 9
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Principio di Trasmutazione: lettera a Oldenburg, 1676
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Principio di Trasmutazione

Posto, z = y � x
dy
dx

, Leibniz dimostra un risultato equivalente alla seguente

relazione: Z
b

a

ydx =
1
2
[xy ]ba +

1
2

Z
b

a

zdx .
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Verso lo sviluppo del calcolo: manoscritto Ottobre 1675

Vi è l’idea di istituire un paragone quasi una analogia nel continuo con il com-
portamento nel discreto (successioni numeriche e successioni di di↵erenze)

1
2

✓Z
dy

◆
2

=

Z ✓Z
dy

◆
dy

La notazione l viene presto sostituita da
l
d

e quindi da y . Cos̀ı anche omn, viene

rimpiazzata da un “esse” allungata
R
.
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La prima pubblicazione sul calcolo: 1684, Acta Eruditorum
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La ricezione della Nova Methodus

Lettera di Jacob Bernoulli a Leibniz:
Therefore I believe that you, Messer, are concealing here the traces of a more
sublime form of mathematics that I have not yet succeeded in penetrating using
common Cartesian analysis. I wish to learn about the mathematics by means of
which you and Messer Tschirnhaus have discovered so many and such important
things on the squaring of the circle and on the dimensions of other curves. If
you will deem me worthy of partaking a ray of light of your method (that I most
dearly wish), to the extent allowed by your very important commitments, once I
have been informed of your discoveries, I will become not only a simple admirer,
but your most devoted appraiser and propagator. (Jacob Bernoulli to Leibniz,
15 December 1687, Gerhardt 1849-1863, vol. 3, 13).
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La ricezione della Nova Methodus

Johann Bernoulli nella sua autobiografia scrive:
After this beginning, by pure chance, my brother and I ran into a short essay
by Mr. Leibniz in the 1684 Leipzig Acta, where in barely five or six pages he
sketched a very vague idea of di↵erential calculus, which was more an enigma
than an explanation; however, this was su�cient for us to grasp the entire secret
in a few days. Evidence of this is found in our later publications on infinitesimals.
(Wolf 1848, 218-219)
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La ricezione del calcolo da parte di Huygens

Huygens a Leibniz, 24 Agosto 1690:
Ho visto di tanto in tanto qualcosa del Vostro nuovo calcolo Algebrico negli Atti
di Lipsia, ma trovandovi delle oscurità, non l’ho su�cientemente studiato per
capirlo.
Huygens a Leibniz, 9 Ottobre 1690:
Ho cercato dopo la mia citata lettera di capire il vostro calcolo di↵erenziale e
ho cos̀ı insistito che capisco ora, ma soltanto dopo due giorni, gli esempi che ne
avete dati, l’uno sulla cicloide, che si trova nella vostra lettera [vedi ad esempio
lettera di Leibniz a Huygens, 11 Luglio 1690], l’altro nella ricerca del Teorema
del signor Fermat, che è nel Giornale di Lipsia del 1684. E ho anche riconosciuto
i fondamenti di questo calcolo, e di tutto il vostro metodo, che io stimo molto
buono e molto utile.
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Leibniz e il calcolo integrale: De Geometria Recondita, 1686
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Leibniz e il calcolo integrale: De Geometria Recondita, 1686
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