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Leibniz e il calcolo integrale: Supplementum Geometriae Dimensoriae, 1693

La curva AH(H) è la curva che si intende quadrare. Leibniz introduce la curva
cosiddetta quadratrice cos̀ı definita:

TB
BC

=
HF
a

, a è una lunghezza assegnata.

Si ha: a · E(C) = adx = zdy , da cui si ricava: AFHA =
R
zdy = ax .

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 153/62



Johann Bernoulli (1667-1748): lezioni sul calcolo integrale (1742)
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Johann Bernoulli (1667-1748): la determinazione della curva catenaria

Peso in E : Tensione in B =
sin(\AEB) : sin(\AEL) = EL : AL =
dx : dy

Detta a l’intensità della tensione in B e BA = s, si ha: s : a = dx : dy .

ds
dx

=

s

1 +

✓
dy
dx

◆
2

=

p
a2 + s2

s

x = a cosh y/a
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Leonhard Euler (1707-1783)

Nasce a Basel in Svizzera nel 1707

Studia con Johann Bernoulli

Nel 1727 si trasferisce alla Accademia delle
Scienze di San Pietroburgo

Nel 1741 si reca a Berlino presso la locale
Accademia.

1766, ritorno in Russia a San Pietroburgo

1783, muore a San Pietroburgo.
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Leonhard Euler (1707-1783)

Eulero pubblica tre trattati fondamentali che segnano l’inizio di un nuovo sviluppo
per l’analisi:

Introductio in analysin infinitorum, 1748, 2 volumi;

Institutiones calculi di↵erentialis, 1755;

Institutiones calculi integralis, 1768-1770, 3 volumi.

Al cuore della riformulazione di Eulero vi è la seguente definizione di funzione:
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Cominciamo dalla definizione odierna

Siano E e F due insiemi, non necessariamente distinti. Una relazione
fra un elemento variabile x di E e un elemento variabile y di F è detta
relazione funzionale in y , se, per ogni x 2 E , esiste un unico y 2 F
che è nella data relazione con x .
Diamo il nome di funzione all’operazione che associa in questo modo
ad ogni elemento x 2 E l’elemento y 2 F che è nella data relazione
con x . (Bourbaki, 1968)

Una funzione altro non è che un opportuno sottoinsieme R del prodotto carte-
siano E ⇥ F , tale cioè che se (x1, y1), (x2, y2) 2 R con x1 = x2, deve essere
necessariamente y1 = y2.
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La vulgata in breve

La nozione di funzione emerge a partire dal XVII secolo, in concomitanza
con la nascita e lo sviluppo del calcolo infinitesimale.

Una prima definizione del concetto si ha con Euler (1748), il quale
definisce una funzione come il dato di una espressione analitica.

Per un secolo (circa) tale definizione riveste un ruolo dominante, almeno
fino a quando Lobachevskii (1834) e Dirichlet (1837) propongono una
definizione nella sostanza coincidente con quella di una legge di
corrispondenza qualunque che associa a un valore assegnato della variabile
indipendente un unico valore della variabile dipendente.

Si tratta, come spesso accade, di una semplificazione che non rende giustizia della
complessità della storia che ha portato, attraverso un plurisecolare processo di
sedimentazione, alla nozione espressa dalla precedente definizione di Bourbaki.
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Una storia che comincia da lontano...

Antichità: vago impiego di una nozione di relazione funzionale può essere
rintracciato ad esempio in Apollonio nella caratterizzazione delle coniche
attraverso il loro “sintomo” o nelle tavole ad uso astronomico che si
trovano nell’Almagesto di Tolomeo, che contengono ad esempio i valori di
certe funzioni razionali o semplici funzioni irrazionali dei seni di un arco.

Medioevo: rappresentazione della dipendenza di alcune “qualità” rispetto
al tempo e al luogo da parte di filosofi scolastici come il francese Nicole
d’Oresme: la cosiddetta “latitudine delle forme”.
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Nicola d’Oresme, 1323-1382
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Nicola d’Oresme, Tractatus de configuratione qualitatum et motuum.

Rappresentazione della variazione della velocità. Velocità è una qualità, cioè
un attributo che ammette una intensità. Qualità intensive sono distinte dalle
corrispondenti quantità estensive: la distanza percorsa o il tempo. In figura, le
linee verticali sono le latitudini, cioè i gradi della intensità, che sono tracciate
perpendicolarmente rispetto alla linea delle “longitudini”, i segmenti della quale
rappresentano la corrispondente “estensione”, ad esempio il tempo.
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La legge di Merton

Omnis qualitas, si fuerit uniformiter di↵ormis, ipsa est tanta quanta foret qualitas
eiusdem subiecti vel equalis uniformis secundum gradum puncti medii eiusdem
subiecti; et hoc intelligo si qualitas fuerit linearis.

Ciò consente ad esempio di ricavare lo spazio percorso in un moto uniformemente
accelerato (uniformiter di↵ormis) come segue:

s =
1
2
(v0 + vf )t
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Un’innovazione cruciale

L’introduzione dell’algebra simbolica da parte di François Viète e il suo impiego
nel contesto della geometria analitica di Fermat e Descartes furono tappe essen-
ziali nella costruzione del concetto di funzione:

Il linguaggio simbolico consente di rappresentare e�cacemente il concetto
di variabilità per grandezze indeterminate

Primi esempi più o meno espliciti di relazione funzionale per segmenti di
misura variabile:
Quoties in ultima aequalitate duae quantitates ignotae reperiuntur, sit
locus et terminus alterius ex illis describet lineam rectam aut curvam,
Fermat, Ad locos planos, ante 1637;
Prenant successivement infinies diverses grandeurs pour la ligne y , on en
trouvera aussi infinies pour la ligne x , et ainsi on aura une infinité de
divers points tels que celui qui est marqué C , par le moyen desquels on
décrit la ligne courbe démandée, Descartes, Géométrie, 1637.
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W. G. Leibniz (1646-1716)
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La comparsa del termine functio... nel contesto matematico

La prima attestazione (in un contesto matematico) del termine functio, -nis pare
essere in un manoscritto del 1673 di Leibniz che reca il titolo Methodus tangen-
tium inversa, seu de functionibus contenuto in DE FUNCTIONIBUS PLAGULAE
QUATTUOR, Agosto 1673. Qui Leibniz a↵ronta dapprima il cosiddetto prob-
lema diretto per curve “geometriche” e “non-geometriche” (come la cicloide)
osservando che:

Esto figura curvilinea ABCDA in qua relatio applicatae ED ad abscis-
sam AE aequatione quadam nobis cognita explicatur: id enim utique
necesse est, si modo figurae natura nobis nota est. (Si consideri una
figura curvilinea ABCDA nella quale la relazione dell’applicata ED
con l’ascissa AE è data da una certa equazione a noi nota: ciò

in ogni caso avviene necessariamente soltanto se la natura della

figura ci è nota.)

Quindi, Leibniz a↵ronta il problema inverso che consiste nel determinare le ordi-
nate a partire dalle proprietà delle tangenti o di qualche altro genere di linea che
svolge una certa funzione rispetto alla curva:

Unde notari potest, quoties ex aliis linearum in figura data functiones
facientium generibus assumtis, applicatae quaeruntur, unam semper
applicatam ponendam velut assumtam, et sequentem velut quaesitam.
[. . . ] ogni qualvolta a partire da altri tipi di linee che nella figura

data svolgono certe funzioni [. . . ].
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Relatio e Functio

Leibniz non usa ancora la parola funzione per indicare una relazione fra varia-
bili. Come prova la prima delle citazioni precedenti, egli dispone di una qualche
nozione di funzione (nel senso usuale del termine) e lo indica con il vocabolo
relatio.
Nella seconda citazione, il termine functio non ha assunto il significato mate-
matico odierno, ma quello che le associamo nel linguaggio della vita reale; si-
gnifica quindi qualcosa come il “ruolo” che un membro di un organo o una parte
di una macchina deve svolgere, il suo compito, la sua posizione o il suo modo di
operare. “In figura functionem facere” significa, ad esempio: toccare la curva,
stare perpendicolarmente ad essa, formarne la subtangente o subnormale, ecc..
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Johann Bernoulli (1667-1748)

Figure: Ritratto di J. R. Rudolf, 1740 circa.
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Il carteggio con Johann Bernoulli

In una lettera a Leibniz del 2 Settembre 1694, Bernoulli comunica a Leibniz il
seguente sviluppo in serie [la notazione è leggermente modificata]:

Z
ndz = nz � 1

1⇥ 2
z · z dn

dz
+

1
1⇥ 2⇥ 3

z3
ddn
dz2

� . . .

e osserva: per n intelligo quantitatem quomodocunque formata ex indeterminatis
et costantibus (Intendo con n una quantità formata in un modo qualunque

da indeterminate e costanti.) .
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Johann Bernoulli

Il primo impiego in un testo a stampa del termine funzione in un senso vicino
a quello odierno ritroviamo nel seguente lavoro di Bernoulli: Remarques sur ce
qu’on a donné jusqu’ici de solutions des probèmes sur les isopérimètres, 1718.

Définition. On appelle fonction d’une grandeur variable une quantité
composée de quelque manière que ce soit de cette grandeur variable et
de constantes. Si chiama funzione di una grandezza variabile una

quantità composta in un modo quale che sia da questa grandezza

variabile e da costanti.

Qui Bernoulli introduce il simbolo �, per denotare la “caractéristique” (l’espressione
è dovuta a Leibniz) di una funzione, scrivendo �x .
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748
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La definizione di Euler, 1748

Nel primo capitolo della sua Introductio in analysin infinitorum, troviamo le
seguenti definizioni:

Quantitas variabilis est quantitas indeterminata seu universalis quae
omnes omnino valores determinatos in se complectitur. Una quantità

variabile è una quantità indeterminata o universale che abbraccia

in sè tutti i valori.
Quantitas ergo variabilis in se complectitur omnes prorsus numeros
tam a�rmativos quam negativos, tam integros quam fractos, tam ir-
rationales et transcendentes. Quin etiam cyphra et numeri imaginarii
a significatu quantitatis varabiabilis non excluditur. [. . . ]
Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocunque
composita ex illa quantitate variabili et numeris seu quantitatibus con-
stantibus. Una funzione di una quantità variabile è una espressione

analitica composta in modo qualsivoglia da quella quantità vari-

abile e da numeri, cioè da costanti.
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La definizione di Euler, 1748

Che cosa intende Euler con le parole “expressio analytica”?
In primo luogo serie di potenze intere positive del tipo:

A+ Bz + Cz2 + . . . .

A questo proposito, sospettando che qualcuno potesse opporre perplessità sulla
possibilità di rappresentare in tal modo una qualunque funzione, Euler precisa:

si quis dubitet, hoc dubium per ipsam evolutionem cuisque functionis
tolletur.

In realtà, questa interpretazione appare a Euler sin troppo restrittiva. Ammette
cos̀ı che gli sviluppi contengano esponenti ↵,�, �, . . . qualunque:

Az↵ + Bz� + Cz� + . . . .
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748

Poiché le funzioni di z sia razionali che irrazionali non sono della forma A+Bz+
Cz2+Dz3+ . . ., in maniera tale che il numero di termini è finito, si suole cercare
l’espansione all’infinito di espressioni di questo tipo che restituiscono il valore di
una qualsivoglia funzione o fratta o irrazionale. Si ritiene in verità che la natura
delle funzioni trascendenti possa essere meglio compresa una volta che esse siano
espresse in forma si↵atta, anche se infinita. Poiché la natura di una funzione
intera [cioè di un polinomio] è meglio compresa quando essa è sviluppata secondo
le diverse potenze di z ed è ridotta nella forma A+ Bz + Cz2 + Dz3 + . . ., cos̀ı
questa stessa forma pare la più adatta a rappresentare nella mente la natura di
tutte le altre funzioni, anche se il numero dei termini è in realtà infinito. È chiaro
che nessuna funzione di z che non sia un polinomio può essere sviluppata in un
numero finito di termini A + Bz + Cz2 + Dz3 + . . .. Infatti in questo caso si
tratterebbe di un polinomio. Se c’è qualcuno che dubita che una funzione possa
essere sviluppata attraverso una serie infinita si↵atta di termini, questo dubbio
potrà essere fugato attraverso l’espansione esplicita di una qualsivoglia funzione.
Cos̀ı non ci sarà più alcun dubbio circa il fatto che ogni funzione di z possa essere
trasformata in una espressione del tipo:

Az↵ + Bz� + Cz� + Dz� + . . .
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748

Sebbene la nozione di funzione trascendente possa essere valutata soltanto nell’am-
bito del calcolo integrale, tuttavia prima di arrivare a ciò, converrà trattare di
alcuni tipi più elementari che aprono la strada a un gran numero di indagini. In
primo luogo occorre considerare le quantità esponenziali e cioè le potenze nelle
quali l’esponente è esso stesso una quantità variabile. È chiaro che le quantità di
questo tipo non possono essere ricondotte a funzioni algebriche poiché in queste
compaiono solo esponenti costanti. Le quantità esponenziali sono di vario tipo
a seconda che solo l’esponente è variabile oppure anche la quantità elevata. az

è del primo tipo, y z del secondo. In realtà anche l’esponente stesso può essere
una quantità esponenziale come in aa

z

, ay
z

, y a
z

, xy
z

. [....]
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748
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Eulero: Introductio in analysin infinitorum, 1748
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Eulero: il problema di Basilea
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Il dibattito sulla corda vibrante: D’Alembert, Euler e Daniel Bernoulli

Sul finire del 1746 J. Le Rond D’Alembert conclude un memoria (pubblicata nel
1747, in Hist. Acad. Sci. Berlin, 3, 214-219) dal titolo “Ricerche sulla curva
che descrive una corda tesa posta in vibrazione”.
“In questa memoria mi propongo di dimostrare che esistono infinite curve dis-
tinte dalla Compagne de la Cycloide allongée [il grafico della funzione seno] che
soddisfano al problema di cui si tratta.”
Il problema consiste nel descrivere il moto di vibrazione di una corda tesa, e cioè
nel trovare una “funzione incognita” y(t, x) che descrive il profilo della corda
come funzione di x al variare del tempo.
Nella prima parte della memoria D’Alembert ricava una condizione di↵erenziale
che è traducibile nella seguente forma:

@2y
@x2

=
1
c2

@2y
@t2

.

Occorre notare però che l’originaria formulazione non contempla l’uso di derivate
parziali ma soltanto l’impiego di di↵erenziali, secondo la consuetudine del calcolo
leibniziano. In accordo con tale concezione, la curva veniva concepita come una
poligonale costituita da infiniti lati di lunghezza infinitesima (ds = (dx , dy)).
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Il dibattito sulla corda vibrante: D’Alembert, Euler e Daniel Bernoulli

Mediante un cambiamento di unità di misura, tale equazione è riscritta cos̀ı:

@2y
@x2

=
@2y
@t2

. (3)

Poiché in generale vale:

d

✓
@y
@x

± @y
@t

◆
=

@2y
@x2

dx +
@2y
@x@t

(dt ± dx)± @2y
@t2

dt.

Tenendo conto di (??), si ha che
@y
@t

+
@y
@x

e
@y
@t

� @y
@x

sono funzioni rispettiva-

mente di t + x e di t � x . Dal che, D’Alembert ricava, integrando:

y(x , t) =  (t + x) + �(t � x). (4)

“È agevole vedere che questa equazione include una infinità di curve. Per di-
mostrarlo consideriamo soltanto un caso particolare, cioè il caso in cui y = 0,
per t = 0.”
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Il dibattito sulla corda vibrante: D’Alembert, Euler e Daniel Bernoulli

Imponendo dunque le condizioni

y(x , 0) = 0, y(0, t) = y(L, t) = 0 (L è la lunghezza della corda),

si ottiene: �(�x) = � (x), �(t) = � (t), che implica la parità delle funzioni
� e  . Inoltre, si ha che  (t + L) =  (t � L). In altre parole, “occorre trovare
una quantità  (t + x) tale che  (x)� (�x) = 0 e  (t + L) =  (t � L)”. In
tal caso la soluzione sarà:

y =  (t + x)� (t � x)

Occorre dunque costruire una funzione si↵atta. D’Alembert propone il seguente
ragionamento di natura geometrica che sarà di l̀ı a poco ripreso da Euler.
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Il dibattito sulla corda vibrante: D’Alembert, Euler e Daniel Bernoulli
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Il dibattito sulla corda vibrante: D’Alembert, Euler e Daniel Bernoulli

“È facile vedere” che la velocità è data da:

v =
@y
@t

=  0(t + x)� 0(t � x).

La velocità inziale è allora V (x) = 2 0(x). Cioè, “l’espressione per la velocità
iniziale [. . . ] deve essere tale che quando ridotta a una serie essa includa solo
potenze dispari di x . Altrimenti [. . . ] il problema sarebbe irresolubile, non
si potrebbe assegnare una funzione tale che rappresenti in generale il valore
dell’ordinata della curva per ogni ascissa x e ad ogni istante t.”
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Eulero: Sur la vibration des cordes (De vibratione cordarum), 1748-1750
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Eulero: Sur la vibration des cordes (De vibratione cordarum), 1748-1750

Eulero a↵erma che la soluzione da lui proposta alla equazione delle onde coin-
cide essenzialmente con quella di D’Alembert; tuttavia, egli aggiunge, intende
fornire “qualche osservazione molto interessante sull’applicazione delle formule
generali”. Il profilo iniziale Y (x) = y(x , 0) è assunto arbitrario, mentre implici-

tamente, Eulero assume che v(x) :=
@y(x , t)

@t

����
0

= 0. Dunque:

y(x , t) =
1
2
f (x + t) +

1
2
f (x � t).

Mediante una costruzione geometrica elementare Eulero mostra come a partire
dal profilo iniziale della curva y = f (x), 0  x  L sia possibile dedurre la
soluzione y(x , t).Infatti, come Eulero scrive:
La funzione y = f (x), 0  x  L ha un grado di arbitrarietà molto maggiore
rispetto a quello concesso da D’Alembert.
Prima autem vibratio ab arbitrio pendet, dum chordae, antequam dimittitur,
figura quaecunque conciliari potest, atque hinc eiusdem chordae motus vibra-
torius in infinitum variari poterit, prout ei initio motus alia atque alia figura
inducitur.
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Eulero: Sur la vibration des cordes (De vibratione cordarum)

“[...] se c’è una curva data, o un profilo, che la corda abbia ricevuto all’inizio del
moto, si potrà ricavare la determinazione del profilo della corda in un qualunque
tempo [...]. Infatti, descriviamo al di sopra dell’asse AB = a, che è la lunghezza
della corda, il profilo iniziale AMB e riportiamolo da una parte all’altra in maniera
invertita, cos̀ı che Amb = AMB e BNa = BnA e immaginiamo la ripetizione
continua di questa curva da un parte e dall’altra all’infinito secondo la medesima
legge. Allora, se questa curva è impiegata per esprimere le funzioni trovate,
dopo un tempo t, l’applicata [l’ordinata] che corrisponde all’ascissa x sarà data

da y =
1
2
f (x+ t)+

1
2
f (x� t), da cui si potrà ottenere facilmente la costruzione

della curva [...].”
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La reazione di D’Alembert 1752

In e↵etti, mi pare che non si possa esprimere analiticamente y in maniera più
generale se non supponendo che essa sia una funzione di t e di s [cioè di x ]. Ma
secondo tale ipotesi si può trovare la soluzione del problema solo nel caso in cui
le diverse forme assunte dalla corda vibrante possono essere scritte in una sola
equazione.
D’Alembert fa propria la nozione di continuità introdotta da Euler nel secondo
volume della sua Introductio (1748) e stabilisce che le soluzioni accettabili sono
soltanto quelle per le quali la funzione f è continua.
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Daniel Bernoulli (1700-1782)

Secondo Bernoulli (1753) la stringa può formare le sue vibrazioni in una infinità
di modi, con una molteplicità che tende all’infinito; ciò implica che tutti i corpi
sonori contengono potenzialmente una infinità di suoni. A partire da questa
richiesta fisica, la soluzione dell’equazione delle onde che Bernoulli propone è:

y(x , t) = ↵ sin
⇡x
L

cos
⇡ct
L

+ � sin
2⇡x
L

cos
2⇡ct
L

+ . . .

che ponendo t = 0 diviene:

y(x , 0) = ↵ sin
⇡x
L

+ � sin
2⇡x
L

+ � sin
3⇡x
L

. . .

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 205/62



Risposta di Eulero a Daniel Bernoulli
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Risposta di Eulero a Daniel Bernoulli
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Risposta di Eulero a Daniel Bernoulli
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La definizione di continuità di una curva
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Eulero: Una nuova definizione di funzione 1755

Quae autem quantitates hos modo ab aliis pendent ut his mutatis etiam ipsae
mutationes subeant , eae harum functiones appellari solent; quae denominatio
latissime patet , atque omnes modos, quibus una quantitas per alias determinari
potest, in se complectitur. Si igitur x denotet quantitatem variabilem, omnes
quantitates, quae vtcunque ab x pendent, seu per eam determinantur, eius func-
tiones vocantur.
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Arbogast 1787, Premio dell’Accademia di San Pietroburgo
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Arbogast 1787, Premio dell’Accademia di San Pietroburgo

“La legge di continuità consiste nel fatto che una quantità non può passare
da uno stato a un altro senza passare attraverso tutti gli stati intermedi che
sono soggetti alla stessa legge. Le funzioni algebriche sono considerate continue,
poiché i di↵erenti valori di queste funzioni dipendono nella stessa maniera da
quelli della variabile, e supponendo che la variabile cresca continuamente, la
funzione subirà variazioni in modo corrispondente, ma tuttavia non passerà da
un valore a un altro senza passare attraverso tutti i valori intermedi. Quindi
l’ordinata y di una curva algebrica, quando l’ascissa x varia, non può passare
bruscamente da un valore a un altro; non ci può essere un salto fra una ordinata
e un’altra che di↵erisce da essa di una quantità prefissata, ma tutti i successivi
valori di y devono essere collegati tra loro da una stessa legge (...)
Questa continuità può essere vanificata in due modi:
l) La funzione può cambiare la sua forma, vale a dire la legge secondo cui la
funzione dipende dalla variabile può cambiare del tutto. Una curva formata
dall’unione di alcune porzioni di curve di↵erenti è di questo tipo.
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Arbogast 1787, Premio dell’Accademia di San Pietroburgo

“Non è neppure necessario che la funzione y debba essere espressa da un’equazione
in un certo intervallo della variabile; essa può continuamente cambiare la sua
forma e la linea che la rappresenta, al posto di essere l’unione di curve regolari,
può essere tale che in ognuno dei suoi punti diventi una curva di↵erente, in al-
tre parole può essere interamente irregolare e non seguire alcuna legge per ogni
intervallo comunque piccolo. Tale sarebbe una curva tracciata a caso dal libero
movimento della mano. Questo tipo di curve non può essere rappresentato né da
una né da più equazioni algebriche o trascendenti (...) 2) La legge di continuità
viene meno anche quando le di↵erenti parti di una curva non si congiungono tra
loro (...)”
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Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (Giuseppe Luigi Lagrangia)

Lagrange nasce a Torino 1736

Nel 1766, su proposta di Eulero e
D’Alembert, viene chiamato a
succedere a Eulero come
presidente della classe di scienze
dell’Accademia delle scienze di
Berlino

Nel 1787 si trasferisce a Parigi
dove viene eletto direttore della
sezione matematica della
Académie des sciences

Dal 1797 insegna alla École
polytechnique

Muore a Parigi nel 1813
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Théorie des fonctions analytiques, 1797 (Anno V)
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Théorie des fonctions analytiques, 1797 (Anno V)
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Théorie des fonctions analytiques, 1797 (Anno V)

L’idea di fondo dell’approccio di Lagrange ai fondamenti dell’analisi consiste nel
considerare una funzione f (x) e il suo sviluppo in serie di potenze:

f (x + i) = f (x) + p(x)i + q(x)i2 + r(x)i3 + . . . .

La funzione derivata f 0(x) (notazione e denominazione sono dovute proprio a
Lagrange) è definita come il coe�ciente del termine di primo grado in i in tale
sviluppo. Per definizione la seconda funzione derivata f 00(x) è il coe�ciente di i
nello sviluppo di f 0(x + i) e cos̀ı via.
In §16 Lagrange connette i coe�cienti q, r , . . . con le funzioni derivate di ordine
superiore al primo.
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