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Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 215/62
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Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 216/62



Théorie des fonctions analytiques, 1797 (Anno V)

L’idea di fondo dell’approccio di Lagrange ai fondamenti dell’analisi consiste nel
considerare una funzione f (x) e il suo sviluppo in serie di potenze:

f (x + i) = f (x) + p(x)i + q(x)i2 + r(x)i3 + . . . .

La funzione derivata f 0(x) (notazione e denominazione sono dovute proprio a
Lagrange) è definita come il coe�ciente del termine di primo grado in i in tale
sviluppo. Per definizione la seconda funzione derivata f 00(x) è il coe�ciente di i
nello sviluppo di f 0(x + i) e cos̀ı via.
In §16 Lagrange connette i coe�cienti q, r , . . . con le funzioni derivate di ordine
superiore al primo.
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Théorie des fonctions analytiques, 1797 (Anno V)

Sostituendo nel precedente sviluppo i + o al posto di i si ha:

f (x + i + o) = f (x) + (i + o)p + (i + o)2q + (i + o)3r + . . . =

= f (x) + ip + i2q + i3r + . . .+ op + 2ioq + 3i2or + 4i3os + . . . .
(5)

Ora, rimpiazziamo x con x + o. f (x), p, q, r diventano rispettivamente:

f (x) + op + . . . , p + op0 + . . . , q + oq0 + . . . , r + or 0 + . . . .

Se ora incrementiamo x+o di i si ottiene (osservando che x+i+o = (x+o)+i):

f (x + i + o) = f (x) + op + . . .+ i(p + op0 + . . .) + i2(q + oq0 + . . .) + . . . ;

Il confronto delle due espressioni per f (x + i + o) restituisce infine:

q =
1
2
p0, r =

1
3
q0, s =

1
4
r 0, . . .
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Un esempio: f (x) = 1/x

Sia f (x) =
1
x
. Sarà: f (x + i) � f (x) =: iP = � i

x(x + i)
. Posto P = p + iQ,

si ha: p = � 1
x2

. Proseguendo, si ha: Q =
P � p

i
. Sia q il valore di Q che si

ottiene ponendo i = 0, allora si ottiene: q =
1
x3

, ecc..
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830

Dopo un attento e prolungato studio sono giunto alla conclusione che, per de-
terminare numericamente i più vari movimenti del calore, è su�ciente sottomet-
tere ogni sostanza a tre osservazioni fondamentali. Corpi diversi infatti non
possiedono nella stessa misura la capacità di contenere calore, di riceverlo o
trasmetterlo attraverso le loro superfici e neppure di condurlo all’interno della
massa. Queste sono tre qualità specifiche che la nostra teoria individua chiara-
mente e ci permette di misurare.
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830

Le equazioni di↵erenziali della propagazione del calore esprimono le condizioni
più generali, e riducono le questioni fisiche e problemi di analisi pura e questa
è l’oggetto vero e proprio della teoria (...) Dopo aver stabilito queste equazioni
di↵erenziali, bisognava ottenerne gli integrali; il che consiste nel passare da
un’espressione generale (commune) a una soluzione specifica (propre) soggetta
a tutte le condizioni date. Questa ricerca di�cile esigeva un’analisi speciale, fon-
data su teoremi nuovi (...) Il metodo che ne deriva non lascia niente di vago e di
indeterminato nelle soluzioni e le porta fino alle ultime applicazioni numeriche,
condizione necessaria di ogni ricerca e senza la quale non si arriverebbe che a delle
inutili trasformazioni (...) Lo studio profondo della natura è la fonte più fertile
delle scoperte matematiche. Questo studio non ha solo il vantaggio, presentando
un oggetto ben determinato di indagine, di escludere questioni vaghe e calcoli
senza scopo; esso è inoltre un metodo sicuro per costituire l’analisi stessa e per
scoprire gli elementi che ci interessa conoscere e che le scienze naturali devono
sempre preservare: questi sono gli elementi fondamentali che si ripresentano in
tutti i fenomeni naturali.
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830

Gli e↵etti del calore sono soggetti a leggi costanti che non possono essere scop-
erte senza l’ausilio dell’analisi matematica. L’oggetto della teoria che ci accin-
giamo a esporre è di dimostrare queste leggi; essa riduce tutte le ricerche fisiche
sulla propagazione del calore a problemi di calcolo integrale i cui elementi sono
dati dall’esperimento. Nessun soggetto è in relazione più ampia col progresso
dell’industria e delle scienze naturali.
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Dal manoscritto del 1807

L’equazione generale della propagazione del calore nei corpi solidi è dunque la
seguente:

@v
@t

=
K
CD

✓
@2v
@x2

+
@2v
@y 2

+
@2v
@z2

◆

v è una funzione delle tre coordinate x , y , z e del tempo t, K è la misura della
conducibilità propria della sostanza di cui è formato il corpo, C è il calore specifico
di questa sostanza e D la sua densità. Il senso proprio di questa equazione è
che la funzione v deve soddisfare alla condizione generale che vi è espressa. Ma,
indipendentemente da questa condizione generale per ogni caso, vi sono diverse
altre condizioni particolari che dipendono dalla forma del corpo, dalla natura e
dalla forma della superficie, dall’azione di una o pi sorgenti di calore e da diverse
altre circostanze che si possono presentare nei singoli casi.
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830
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Jean Baptiste Joseph Fourier 1768-1830
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Augustine Louis Cauchy, 1789-1857
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Augustine Louis Cauchy, 1789-1857

Nasce a Parigi il 21 agosto del 1789. Dopo aver ricevuto una precoce
educazione da suo padre che contava tra i suoi amici Lagrange e Laplace,
Cauchy entra all’École centrale du Panthéon nel 1802, all’École
Polytechnique nel 1805 ed infine all’École nationale des ponts et chaussées
nel 1807. Divenuto ingegnere, lascia Parigi per Cherbourg nel 1810, ma
ritorna nella capitale 1813 per motivi di salute.

Lagrange e Laplace lo persuadono a rinunciare all’ingegneria e a dedicarsi
completamente alla matematica pura. Le sue qualità gli valgono le
cattedre alla stessa École polytechnique, al Collège de France e alla
Sorbona. Intransigente legittimista, nel 1830, rifiuta di giurare fedeltà agli
Orléans ed è per questo costretto a lasciare l’insegnamento e a recarsi in
esilio, prima in Svizzera poi a Torino come docente di fisica sublime
all’università (1831).

Nel 1833 si trasferisce a Praga come di precettore del conte di Chambord,
nipote di Carlo X. Grazie a questo ruolo, Cauchy ha la possibilità di
viaggiare, scoprendo quanto bene i suoi lavori siano stati accolti. Carlo X
lo nomina barone in ringraziamento per i suoi servigi. Ritorna in Francia
nel 1838, dove comincia ad insegnare in vari istituti religiosi, fino a
quando, dispensato da Napoleone III dal giuramento alla repubblica, può
riprendere la cattedra di fisica matematica alla Facoltà di Scienze della
Sorbona. Muore a Sceaux, Seine, il 23 maggio del 1857.
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Il Cours d’Analyse, alcune definizioni

Una quantità variabile è una quantità che si considera come suscettibile di
ricevere successivamente molti valori distinti [...]. Al contrario, una
quantità costante è una quantità che riceve un unico valore fissato e
determinato.

Quando i valori attribuiti alla stessa variabile si avvicinano indefinitamente
a un valore fissato in maniera tale che essi finiscono per di↵erirvi per tanto
poco quanto si vuole, quest’ultimo valore è detto il limite di tutti gli altri.

Quando i valori numerici successivi attribuiti alla stessa variabile
decrescono indefinitamente in maniera tale che essi sono minori di un
qualunque numero [positivo] dato, questa variabile diventa ciò che si
chiama un infinitesimo o una quantità infinitamente piccola. Una variabile
di questo tipo ha come limite zero.
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Il Cours d’Analyse: la definizione di continuità

Sia f (x) una funzione della variabile x e si supponga che per ogni valore di
x fra due limiti dati questa funzione assuma sempre un unico valore finito. Se,
partendo da un valore di x compreso tra questi limiti, si attribuisce alla variabile x
un accrescimento infinitamente piccolo ↵, la funzione riceverà per accrescimento
la di↵erenza:

f (x + ↵)� f (x),

che dipenderà allo stesso tempo dalla nuova variabile ↵ e dal valore di x . Ciò
posto, la funzione f (x) sarà, entro i due limiti assegnati alla variabile x , funzione
continua di questa variabile, se per ogni valore di x compreso fra questi limiti, il
valore numerico,

f (x + ↵)� f (x)

decresce indefinitamente con quello di ↵. [...]
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Il Cours d’Analyse: la definizione di continuità

In altri termini, la funzione f (x) rimarrà continua rispetto a x compreso fra i
limiti dati, se, entro questi limiti, un accrescimento infinitamente piccolo della
variabile produce sempre un accrescimento infinitamente piccolo della funzione
stessa.
Come si vede, Cauchy non definisce la continuità in un punto ma piuttosto la
continuità in un intervallo. Ma di quale continuità si tratta? Continuità puntuale
o continuità uniforme? Dall’utilizzo che Cauchy fa della nozione sembra lecito
sostenere che la sua definizione coincida con quella di continuità uniforme. In
ogni caso, gli storici non concordano sulla questione.
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Il Cours d’Analyse, 1821
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Il Cours d’Analyse, 1821

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 234/62



“Le serie divergenti non hanno somma”
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Il criterio di Cauchy
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Capitolo VI, Cours d’Analyse

Definizione di “serie”: una successione infinita di quantità: u0, u1, u2, ecc.
(Propriamente, Cauchy chiama serie ciò che oggi chiamiamo
“successione”).

La serie è detta convergente se la somma sn = u0 + u2 + . . .+ un�1 si
avvicina indefinitamente a un limite s. In caso contrario è detta divergente.

un è il termine generale.

“Perché la serie u0, u1, u2, . . . sia convergente è necessario che il termine
generale decresca indefinitamente.”

“Ma questa condizione non è su�ciente. Occorre anche che per valori
crescenti di n, le di↵erenti somme
un + un+1 = sn+2 � sn, un + un+1 + un+2 = sn+3 � sn, . . .” tendano “a valori
numerici inferiori ad ogni limite assegnabile”
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Un risultato controverso

Quando i di↵erenti termini della serie u1(x), u2(x), . . . sono delle funzioni di una
stessa variabile x , continue rispetto a questa variabile nell’intorno di un valore
particolare per il quale la serie è convergente, la somma S della serie è pure,
nell’intorno di questo valore particolare, una funzione continua di x
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Un risultato controverso

Cauchy osserva in primo luogo che la funzione Sn(x) =
P

n�1

k=0
uk(x) è continua

(perché somma di funzioni continue). Quindi considera gli accrescimenti che le
funzioni S(x),Rn(x), Sn(x), dove Rn(x) := S(x)� Sn(x) allorquando la variabile
x subisce un accrescimento infinitesimo ↵.
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Che cosa non va nel ragionamento di Cauchy?

Per dimostrare la continuità di S(x) in un punto x = a occorre dimostrare che
per ogni ✏ > 0 esiste un � tale che |x � a| < � implica |S(x)� S(a)| < ✏.
L’argomento di Cauchy può essere cos̀ı tradotto. Vale:

|S(x)�S(a)| = |Sn(x)+Rn(x)�Sn(a)�Rn(a)|  |Sn(x)�Sn(a)|+|Rn(x)�Rn(a)|,

Ora, |Sn(x)� Sn(a)| può essere reso arbitrariamente piccolo, diciamo minore di
✏/2 (pur di prendere x su�cientemente vicino a a); allo stesso modo, anche
|Rn(x) � Rn(a)| può essere preso minore di ✏/2 per n grande, ne segue che
|S(x)� S(a)| < ✏.
Il punto delicato è però che i due termini |Sn(x) � Sn(a)|, |Rn(x) � Rn(a)| non
possono essere resi arbitrariamente piccoli allo stesso tempo.

Cogliati Università di Pisa Storia della Matematica 2022-2023 240/62



Che cosa non va nel ragionamento di Cauchy?

Consideriamo l’esempio:

S(x) =
1X

k=1

x2

(1 + kx2)(1 + (k � 1)x2)
.

Si ha Sn(0) = 0, per ogni n e quindi S(0) = 0. Se x 6= 0 :

Sn(x) =
x2

1/n + x2
.

Dunque S(x) = 1, per x 6== 0. La serie è discontinua in 0. Infatti se richiediamo

che ciascuno dei termini |Sn(x)�Sn(0)| =
nx2

1 + nx2
, |Rn(x)| =

1
1 + nx2

è minore

di ✏/2, abbiamo per il primo: |x | <
p

✏/(2n � ✏n) e per il secondo (essendo

Rn(0) = 0): n >
2� ✏
✏x2

. Ecco il problema: possiamo scegliere il primo termine

piccolo prendendo x vicini a zero, ma questa scelta fa crescere
1

1 + nx2
. Allo

stesso modo, possiamo ridurre |Rn(x)| prendendo n grande, ma ciò farà tendere
il primo termine a 1. La soluzione per garantire la continuità della somma è
la richiesta dell’uniforme convergenza della serie: |Rn(x)| deve tendere a zero
indipendentemente da x .
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Lacroix, Traité de calcul di↵érentiel et de calcul intégral, 1797-1800

Il paragrafo 470 contiene una interessante trattazione sull’integrale definito, da
intendersi come somma di contributi infinitesimi, e la sua relazione con la nozione
di antiderivata.
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Lacroix, Traité de calcul di↵érentiel et de calcul intégral, 1797-1800
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L’integrale definito a partire dalla nozione di antiderivata

Xdx è il di↵erenziale da integrare. Ciò significa trovare y(x) tale che dy = Xdx .
Sarà pertanto:

dy
dx

= X ,
d2y
dx2

=
dX
dx

, ecc.

Lacroix osserva che la conoscenza della funzione X non è su�ciente a determinare
lo sviluppo di Taylor di y(x). È però possibile ricavare la di↵erenza tra due valori
di
R
Xdx in corrispondenza di due valori di x .

Consideriamo una generica primitiva di X e indichiamola con F (x) = F (x , c).
(È implicito nel ragionamento di Lacroix che tale funzione sia definita in un dato
intervallo di R e che i punti a, a1, . . . qui di seguito considerati appartengano a
tale intervallo). Introduciamo le seguenti notazione:

Y = F (a),Y 0 = X (a),Y 00 =

✓
dX
dx

◆

a

,Y 000 =

✓
d2X
dx2

◆

a

, . . .

Y1 = F (a1),Y
0
1 = X (a1),Y

00
1 =

✓
dX
dx

◆

a1

,Y 000
1 =

✓
d2X
dx2

◆

a1

, . . .

Y2 = F (a2),Y
0
2 = X (a2),Y

00
2 =

✓
dX
dx

◆

a2

,Y 000
2 =

✓
d2X
dx2

◆

a2

, . . .

. . .
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L’integrale definito ricavato a partire dalla nozione di antiderivata

Sviluppando in serie di potenze si avrà:

Y1 = Y + Y 0(a1 � a) +
Y 00

2
(a1 � a)2 + . . .

Y2 = Y1 + Y 0
1(a2 � a1) +

Y 00
1

2
(a2 � a1)

2 + . . .

...

Arrestandosi al primo ordine e con sostituzioni successive, si ottiene (al passo n):

Yn = Y+Y 0(a1�a)+Y 0
1(a2�a1)+Y 0

2(a3�a2)+Y 0
3(a4�a3)+. . .+Y 0

n�1(an�an�1).

Questa relazione sarà tanto più “esatta” quanto minore sono le di↵erenze ak �
ak�1, k = 1, . . . , n. Assumendo che le di↵erenze ak � ak�1 siano tutte uguali a
↵, si ha, per ↵ ! 0:

Yn � Y = ↵(Y 0 + Y 0
1 + . . .+ Y 0

n�1) !
Z

Xdx .

Si ricordi che: Y 0 = X (a),Y 0
1 ,= X (a1), . . . . Nella riga precedente

R
Xdx designa

ovviamente
R

an

a
Xdx . Si noti però che Lacroix non usa tale notazione (che si deve

invece a Fourier).
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Poisson, Suite du mémoire sur les intégrales définies, 1820

Integrali del tipo
R

+1

�1

1
x

pongono problemi.
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Poisson, Suite du mémoire sur les intégrales définies, 1820
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Poisson, Suite du mémoire sur les intégrales définies, 1820
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Cauchy: il calcolo integrale

In questa memoria consideriamo ogni integrale definito come la somma dei val-
ori indefinitamente piccoli delle espressioni di↵erenziali poste sotto

R
, che cor-

rispondono ai diversi valori della variabile compresi tra i limiti in questione. Se
adottiamo questa maniera di considerare gli integrali definiti proviamo facilmente
che ogni si↵atto integrale ha un unico valore finito ogni volta che, essendo i due
limiti della variabile finiti, l’integranda si mantiene finita e continua tra questi
limiti” (Cauchy, 1823, Mémoire sur l’intégration des équations linéaires...).
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Cauchy: il calcolo integrale

Noi siamo naturalmente portati dalla teoria delle quadrature a considerare ogni
integrale definito, preso tra due limiti reali, come la somma dei valori infinitesimi
della espressione di↵erenziale sotto il segno

R
corrispondono ai diversi valori reali

della variabile che sono compresi tra i limiti in questione. Ora, a me sembra che
questo modo di considerare un integrale definito debba essere preferibilmente
adottato, come io appunto ho fatto, poiché è ugualmente adatto, in ogni caso,
anche a quelli in cui non possiamo generalmente passare dalla funzione sotto
il segno

R
alla funzione primitiva. Inoltre, ha il vantaggio di fornire sempre

valori reali per gli integrali corrispondenti a funzioni reali. Infine ci permette
facilmente di separare ogni equazione immaginaria in due equazioni reali. Questo
potrebbe non essere più tanto vero se consideriamo un integrale definito preso tra
due limiti reali come necessariamente equivalente alla di↵erenza negli estremi di
integrazione di una funzione primitiva discontinua o se facciamo percorrere alla
variabile per andare da un estremo all’altro, una successione di valori immaginari.
(Cauchy, 1823, Mémoire sur l’intégration des équations linéaires...).
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Il Résumé, 1823
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Il Résumé, 1823
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Il Résumé, 1823
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Una traduzione della definizione di integrale di Cauchy

La seguente definizione è implicitamente contenuta nel testo:

Definition

Una funzione f è detta integrabile secondo Cauchy sull’intervallo [a, b] e il suo
integrale ha valore I se vale la seguente condizione. Per ogni ✏ > 0 deve
esistere un � tale che, per ogni partizione

a = x0 < x1 < . . . < xn = b, con |xj � xj�1| < �, 8 j = 1, . . . , n,

valga: �����

nX

i=1

f (xj�1)(xj � xj�1)� I

����� < ✏.

Un tale I viene indicato con
R

b

a
f (x)dx .
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Criterio per l’integrabilità: Cauchy

Una funzione f è integrabile sull’intervallo [a, b] se per ogni ✏ > 0 esiste un
� tale per cui, per ogni coppia di partizioni a = x0 < x1 < . . . < xn = b,
a = x 0

0 < x 0
1 < . . . < x 0

n = b con

|xj � xj�1| < �, |x 0
j � x 0

j�1| < � per ogni j = 1, . . . , n,

si ha: �����

nX

i=1

f (xj�1)(xj � xj�1)�
nX

i=1

f (x 0
j�1)(x

0
j � x 0

j�1)

����� < ✏.
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Le funzioni continue sono integrabili

Osservazione preliminare: per dimostrare l’integrabilità di f in base al criterio è
su�ciente dimostrare che dato un ✏ è possibile trovare un � tale che se P1 =
{a = x0, x1, . . . , xn�1, xn = b} è una qualunque partizione con norma minore di
� e P un suo ra�namento (qualunque), allora:

|S(P1)� S(P)| < ✏/2.

Infatti, se cos̀ı è, date

P1 = {a = x0, x1, . . . , xn�1, xn = b} , P2 =
�
a = x0, x

0
1, . . . , x

0
n�1, xn

 
= b,

possiamo scegliere P = P1 [ P2 e ricavare che:

|S(P2)� S(P1)| < |S(P2)� S(P)|+ |S(P1)� S(P)| < ✏/2 + ✏/2
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Le funzioni continue sono integrabili

Theorem

Le funzioni continue sono integrabili.

Sia f continua; dato ✏ dobbiamo costruire un � tale che se P1 ha norma minore
di � e P è un suo ra�namento allora |S(P) � S(P1)| < ✏/2. Denotiamo gli
elementi di P compresi nell’intervallo [xj�1, xj ], j = 1, . . . , n con:

xj�1 = xj,0, xj,1, . . . , xj,dj = xj .

Per il teorema del valor intermedio, esiste un cj , j = 1, . . . , n, tale che:

djX

k=1

f (xj,k)(xj,k � xj,k�1) = f (cj)(xj � xj�1).

Si avrà: |S(P) � S(P1)| <
P

n

j=1
|f (xj�1) � f (cj)|(xj � xj�1). A questo punto

interviene l’ipotesi di continuità (uniforme): esiste � tale che se |xj�1 � cj | < �
allora |f (xj�1)� f (cj)| < ✏/2(b � a), 8j = 1, . . . , n. In tal caso:

|S(P)� S(P1)| < ✏/2.

Notate che � deve essere il medesimo per ogni sottointervallo.
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Il Résumé, 1823: l’integrale indefinito
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Il Résumé, 1823: l’integrale indefinito

La dimostrazione di Cauchy del teorema fondamentale del calcolo fa leva su
due risultati: la linearità dell’integrale e il teorema del valor intermedio per gli
integrali (risultato quest’ultimo già formulato da Lagrange):

F (x + ↵)� F (x) =

Z
x+↵

x0

f (x)dx �
Z

x

x0

f (x)dx =

Z
x+↵

x

f (x)dx = ↵f (x + ✓↵),

con 0  ✓  1.
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Gustav Lejeune Dirichlet

Sulla convergenza delle serie trigonometriche che servono a rappresentare una
funzione arbitraria entro due limiti dati (1829)
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Figure: Dalle Riemann’s Gesammelte Werke, 1876, p. 213
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

“Il presente saggio sulle serie trigonometriche consiste di due parti essenzialmente
distinte. La prima parte contiene una storia delle ricerche e delle opinioni intorno
alle funzioni arbitrarie (date graficamente) e la loro rappresentazione attraverso
serie trigonometriche. Nella sua composizione sono stato guidato da alcuni sug-
gerimenti del celebre matematico al quale si deve il primo fondamentale lavoro
sull’argomento. Nella seconda parte, fornisco una trattazione intorno alla rap-
presentazione di una funzione attraverso una serie trigonometrica che include
casi che finora sono rimasti esclusi. A tal fine, si è reso necessario premettere a
questa trattazione un breve saggio sul concetto di integrale definito e sull’ambito
della sua validità.”
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Riemann spiega con particolare chiarezza il contenuto e la portata del lavoro di
Dirichlet osservando come il problema della convergenza di una serie di Fourier
non possa essere a↵rontato a partire dallo studio della decrescenza dei suoi ter-
mini (come invece Cauchy aveva creduto di poter fare) ma piuttosto sfruttando
la relazione:

1
⇡

⇣R
+⇡

�⇡
f (↵) sin↵d↵

⌘
sin x +

1
⇡

⇣R
+⇡

�⇡
f (↵) sin 2↵d↵

⌘
sin 2x + . . .

+
1
⇡

⇣R
+⇡

�⇡
f (↵) sin n↵d↵

⌘
sin nx+

+
1
2⇡

R
+⇡

�⇡
f (↵)d↵+

1
⇡

⇣R
+⇡

�⇡
f (↵) cos↵d↵

⌘
cos x+

+
1
⇡

⇣R
+⇡

�⇡
f (↵) cos 2↵d↵

⌘
cos 2x + . . .

1
⇡

⇣R
+⇡

�⇡
f (↵) sin n↵d↵

⌘
cos nx =

=
1
2⇡

R ⇡

�⇡
f (↵)

sin
2n + 1

2
(x � ↵)

sin
x � ↵
2

d↵.
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Theorem (Dirichlet, 1829)

Data una funzione f periodica, di periodo 2⇡, tale che:
I) f è integrabile (welche durchgehends eine Integration zulläst);
II) f ha al più un numero finito di massimi e di minimi;
III) nei suoi punti di discontinuità assume il valore
f (x) = 1/2 (f (x + 0) + f (x � 0));
allora f è rappresentabile in serie di Fourier.

Osservazione: E’ chiaro che una funzione che soddisfi a I) e II) ma non a III)
non può essere rappresenta da una serie trigonometrica. Infatti, una si↵atta
rappresentazione devierebbe dalla funzione stessa nei suoi punti di discontinuità.
D’altra parte, la trattazione di Dirichlet ha lasciato in sospeso la questione circa
la necessità delle condizioni I) e II).
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Figure: Dalle Riemann’s Gesammelte Werke, 1876, p. 224
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Qual è il significato da attribuire a
R

b

a
f (x)dx?

Consideriamo una successione di valori x1, x2, . . . , xn�1 compresi fra x0 := a e
xn := b. Poniamo �1 := x1 � a, �2 = x2 � x1, . . . , �n := b � xn�1. Siano ✏i ,
i = 1, . . . , n numeri razionali positivi minori di 1. La somma S dipende oltre che
dalla scelta della partizione e dagli ✏i , i = 1, . . . , n:

S(�, ✏) =
nX

k=1

�k f (xk�1 + ✏k�k).

Definition

Se S gode della proprietà che, comunque scelti �k , ✏k , k = 1, . . . , n, essa tende
a un limite A, allora f è integrabile e si scriverà

R
b

a
f (x)dx := A.
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Due condizioni per l’integrabilità:
(I) Denotando con Dk l’oscillazione della funzione f fra xk e xk�1, occorre e
basta che

R(�) :=
nX

k=1

�kDk ! 0, � ! 0.
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

(II) Perché la somma R tenda a zero, è necessario e su�ciente che per qualunque
scelta di � > 0 la grandezza totale degli intervalli per i quali l’oscillazione di f è
maggiore di � tenda a zero al tendere di n all’infinito.
Notazioni: denotiamo con k�k := sup {�1, . . . , �n} (la norma della partizione P)
e con �(d) := supk�kd

R(�). Inoltre sia s(P,�) =
P0 �k , dove il simbolo ’

indica che la somma deve essere eseguita su quei sottointervalli per i quali la
oscillazione di f è maggiore di �. Si avrà (verifica del fatto che (II) è condizione
necessaria):

� · s(P,�)  R(P)  �(d).

Dal che si ricava:

s(P,�)  �(d)
�

.

Cioè: “la lunghezza totale degli intervalli in cui l’oscillazione è > �, qualunque
sia �, può essere resa piccola a piacere per una opportuna scelta di d .”
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

La condizione è anche su�ciente. Supponiamo infatti che s(�,P) ! 0, per ogni
� > 0 e per d ! 0. Avremo:

R(P) =
X

k

�kDk =
X

k|Dk>�

�kDk +
X

k|Dk�

�kDk  D · s(�) + (b � a) · �

Poiché la precedente disuguaglianza vale per qualunque valore arbitrario di �,
possiamo scegliere � piccolo a piacere. Inoltre sappiamo per ipotesi che per
d ! 0 s(�) ! 0. Cioè R(P) ! 0, cioè f è integrabile su [a, b].
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Bernhard Riemann: Habilitationsschrift 1853

Un esempio di funzione che ha infiniti punti di discontinuità e che tuttavia è in-
tegrabile fu fornito per la prima volta proprio nell’Habilitationsschrift. L’esempio
è il seguente:

f (x) =
1X

k=1

(kx)
k2

,

dove la funzione x 7! (x) è definita come (x) := x � n(x), dove n(x) è l’intero

più vicino a x . Se x = ±2p + 1
2

, si intende che (x) = 0.
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L’esempio di Riemann
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